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Einleitung. Wenn fiir ein diffundierendes oder in Browxscher Bewe-
gung begriffenes Teilchen die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Abszissenbereich
(%; £ +dx) zur Zeit ¢,

w(x, t)dx
gegeben ist,
w(x7 to) = wo(‘x)’

so ist sie fiir ¢>>{, diejenige Losung w{(x, ?) der Diffusionsgleichung

0w dw
D i = .
d &’ ot (1)
welche fiir ¢ = ¢, der vorgegebenen Funktion w,(z) gleich wird. — Uber

Probleme dieser Art, mit vielen moglichen Komplikationen und Variationen,
die durch spezielle Versuchsanordnungen und Beobachtungsmethoden nahe-
gelegt waren, gibt es eine umfangreiche Literatur, wobei das System, um das
es sich handelt, gar nicht ein diffundierendes Teilchen zu sein braucht, sondern
beispielsweise die Elektrometernadel bei der K. W. F. Konirauvscuischen An-
ordnung zur Messung der Scawemrerschen Schwankungen, und an Stelle der
Gleichung (1) ihre Verallgemeinerung tritt, die sogenannte Foxker-Prancksche
partielle Differentialgleichung fir das betreffende, irgendwelchen Zufallsein-
fliissen ausgesetzte System’.

Solche Systeme geben nun zu einer Klasse von Wahrscheinlichkeits-
‘problemen AnlaB, die bisher keine oder wenig Beachtung gefunden hat und
die schon rein mathematisch dadurch von Interesse ist, daBl die Antwort nicht
durch eine Ldsung der Foxxerschen Gleichung geliefert wird, sondern, wie
sich zeigen wird, durch das Produkt der Losungen zweier adjungierter Gleichun-
gen, wobei nicht der einzelnen Ldsung, sondern dem Produkt zeitliche Grenz-
bedingungen auferlegt sind. Physikalisch besteht eine enge Verwandtschaft
mit dem interessanten Problemenkreis, den M. vox Smorucmowskr’ aufgerollt
hat in seinen schonen letzten Arbeiten tber Erwartungszeiten und Wieder-
kehrzeiten sehr unwahrscheinlicher Zustinde in Systemen diffundierender Par-

! A. Foxker, Ann. d. Phys. 43, 812, 1914; M. Prancs, diese Berichte 1o. Mai 1917.

2 M. von Smorucmowskr, Bull. Akad. Cracovie A, S. 418, 19r3; Gottinger Vortrige (bei
Teubner 1914) S. 8gif.; Sitz.-Ber. d. Wien. Akad. d. Wiss. 2a, 123, 2381, 1914: 124, 263, 1915:
124, 339, 1915; Physik. ZS. 16, 321, 1915; Ann. d. Phys. 48, 1103, 19715,
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tikel. Die Sehliisse, die wir in § 6 zichen, lassen sich eigentlich schon aus
den Smorucmowskischen Resultaten ablesen, erwecken aber in ihrer scharfen
Paradoxie doch immer wieder Erstaunen. AuBerdem (§4) ergeben sich merk-
wiirdige Analogien zur Quantenmechanik, die mir sehr des Hindenkens wert
erscheinen.

§ 1. Das einfache Beispiel, das ich hier behandeln méchte, ist folgendes.
Sei die Aufenthaltswahrscheinlichkeit nicht nur fiir £, sondern auch noch fiir
einen zweiten Zeitpunkt ¢, >, vorgegeben:

w(x, t,) = w,(2); w(r,t) = w, (v).
Wie groB ist sie in der Zwischenzeit, d.h. fir irgendein ¢, wobei
L<t<t,.

Offenbar ist w(x, f) nicht eine Losung von (1), denn jede solche ist ja schon
durch ihren Anfangswert fiir alle spiteren Zeiten festgelegt. w ist auch nicht
etwa eine Losung der adjungierten Gleichung

ocw  dw
dar T 9t )
denn diese hinwiederum wire durch ihren Endwert w, () fiir alle fritheren
Zeiten festgelegt. — Ist etwa die Fragestellung widerspruchsvoll? Das ist sie
sicher nicht. In einem einfachen Spezialfall, den wir vorausnehmen wollen,
erkennt man das sofort. Nehmen wir an, wir hiitten das 'Teilchen zur Zeit
l, bei &,, zur Zeit ¢, bei x, angetroffen (w, und w, sind dann »Spitzenfunktionen «
bei ¥ = x, bzw. x = =,). Ein Hilfsbeobachter hat die Lage des Teilchens zur
Zeit t beobachtet, jedoch ohne uns sein Ergebnis mitzuteilen. Die Frage lautet
dann: welche Wahrscheinlichkeitsschliisse kénnen wir aus unseren zwei Beoh-
achtungen auf die Zwischenbeobachtung unseres Helfers ziehen?

Die Antwort ist leicht. Ich fithre die Bezeichnung g{xz,?#) ein fiir die
wohlbekannte Grundlésung von (1): ’

T a Dt R . ’ (3)

Das ist die Wahrscheinlichkeitsdichte an der Stelle 2 zur Zeit { > 0, wenn das
Teilchen zur Zeit { = 0 von & = 0O ausgegangen ist. — Nun lasse ich mein
Teilchen sehr oft, Nmal, von « = x, ausgehen. Aus diesen IV Versuchen sondere
ich diejenigen: ans, die das Teilchen zur Zeit ¢, nach (z,; x,-+dwx,) fiihren.
Ihre Zahl ist , '

n, = Ng(w,~x,, {,—1t)dz,.

Aus diesen sondere ich wieder diejenigen aus, welche 1. das Teilchen
zur Zeit ¢ nach (x; x+da) und dann 2. zur Zeit ¢, nach (x,; x,-+dz,) fihren.
Ihre . Anzahl ist

n—=Nyx—u,, t—t)de glz,.—x, 'l,——i—vz,’) da, .
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"
Die gefragte Wahrscheinlichkeit ist offenbar der Quotient o d. h.
n,
g(w——_xoa t_to)g(wr'—_xa ZLI'——]‘)
w(x, L‘) = i (4)
g(mx—‘moa tx'——to)

Das ist die Losung fiir den Spezialfall, daB zur Zeit £, und zur Zeit £, Sicherheit
iiber den Teilchenort bestand.

§ 2. Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Das Versuchsschema ist
folgendes. Wir lassen cine sehr grofie Zahl NV von Teilchen zur Zeit f,

starten, und zwar
Nw, (x,) d, (5)

aus dem Bereich (%,; @, + da,). Wir beobachten, daf zur Zeit ¢, im Bereich
(@ @, +dx,)

Nw, (x,) dz, (6)
eingetroffen sind. (Zwischenbemerkung: Diese Beobachtung wird mehr oder
weniger erstaunlich sein, sie stempelt unsere Versuchsreihe zu einer mehr
oder weniger exzeptionellen. Denn erwarten wiirde man statt (0):

4o '
Ndwx, (wo(wo)g(x,—-—xo, t,—t)dx,. T ()
Das geht uns aber hier nichts an. Wir nehmen an, dafl die Verteilungen (s)
und (6) wirklich sind und haben aus dieser Tatsache Schliisse zu ziehen.)

Die Losung dieser allgemeineren Aufgabe ist ziemlich viel schwieriger
als im friher behandelten Spezialfall. Wiiten wir wie viele von den Teil-
chen (5) sich unter den (6) vorfinden, dann hitten wir diese Anzahl mit
(4) zu multiplizieren und nach &, und &, von ——00 bis + 00 zu integrieren.
Die Bestimmung der eben genannten Anzahl ist die Hauptaufgabe.

Wir teilen die x-Achse in gleich groBe Zellen, deren GroBe wir einfach-
heitshalber zur Lingeneinheit machen. Wir nennen g, die Anzahl (5), die
zu ¢, aus der kten Zelle starten, b, die Anzahl (6), die zu ¢ in der /ten ein-
getroffen sind. g, sei die a priori Wahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen, das
aus der kten Zelle startet, in der /lten einzutreffen, d.h. g,; ist eine dem
gegenwirtigen Zweck angepafite Bezeichnung fir ¢ (v, —,, t,—1t,) und es
gilt gy = 95 Endlich sei ¢, die Anzahl Teilchen, die aus der kten in die
lte Zelle gelangen. Es gelten also folgende Gleichungen:

2 ¢y = q, fir jedes % ]
1

2 ¢ =10, fir jedes / ( (7)
& j

Zwischen den (Heichungen (7) besteht eine, und nur ecine, Identitit, die aus

Sa=3h=N (8)

entspringt. — Das Zahlensystem ¢, ist natirlich nicht vorgegeben. Die
wirklich beobachtete Teilchenverlagerung kann durch irgendeins der mit (7)
@)
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vertriglichen ¢,-Systeme zustande gekommen sein. In der Limite N = co
(die ja stets gemeint ist) wird es aber korrekt sein, anzunehmen, sie sei mit
voller Sicherheit durch dasjenige ¢,-System zustande gekommen, das ihr
die groBte Wahrscheinlichkeit verleiht.

Auch bei festen ¢; kann die wirklich beobachtete Teilchenverlagerung
noch auf sehr verschiedene Weise zustande gekommen sein. Eine davon ist
die, daB man von jedem individuellen Teilchen wiiite, in welche Zelle es
gelangt ist. Diese Realisierungsméglichkeit, verleiht dem beobachteten Faktum
die Wahrscheinlichkeit .

IT IT 94" ()

Solcher gleichwahrscheinlicher Realisierungsmioglichkeiten gibt es aber, wic
gesagt, noch viele, niimlich so viele:
a!

. (ro)
p ll! Cry!

Das Produkt von (9) und (10) ergibt die Gesamtwahrscheinlichkeit, die das
beobachtete Faktum von einem bestimmten Zahlensystem ¢, empfiingt:

“rl
I
1. /
TTat-TT 1T 2. )
I8 I3 i el
Nun suchen wir in der iiblichen Weise dasjenige ¢;;-System auf, welches (11)
zu cinem Maximum macht, unter der Nebenbedingung (7). Man findet leicht:

Cro = Grdu ¢, (12)

Dic 4y und o, sind die Lacraxcrschen Multiplikatoren. Sie besthiimmen sich
vk !
aus den Nebenbedingungen:

<, 25/“ ¢, ==a, fir jedes k, '[
{
| S (13)
¢y 2 G =10, fiir jedes 7. {
% )
Jetzt haben wir (12) und (13) in die Sprache des Kontinuums zuriick
zu iibersetzen. a,, 0, sind durch (5) und (6) gegeben. Ly, ¢, sind Funk-
tionen von x, und zwar wollen wir setzen:

i = VN () da, ¢y = VN o) da, .
Ferner ist ¢, == g (@, —~wax,, t,—1t). Mithin:
+ 1
L) ( @ —x,, t—1)¢(x,)da, = w, (v, }
e { (13)
¢ () ( g, —a,, L—t)L(@)da, = w,(z,) J

und es ist

ey, w)da,dw, = Ny (o, —a,, {,—1)¢ (@) ¢ (x,) d, da, (12
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die gesuchte Zahl der Teilchen, die von (z,, x,+dx,) nach (., v, +dx,)
diffundiert sind. Multiplizieren wir (1 2’} mit (4) und integrieren nach a°
und «,, so erhalten wir (nach Division durch N) die Wahrscheinlichkeits-
dichte an der Stelle & zur Zeit ¢:

“+ o +0
wilr, ) = fg(:c——-xo, t—t) () dw, - {g(mt-——.ﬁv, L—0¢(r)ds, . (14)
Dies ist die Losung der Aufgabe -— ausgedriickt durch die Lésungen

des Integralgleichungspaares (13).

§ 3. Die Diskussion dieses Gleichungspaares wiirde gewif interessant.
vermutlich nicht ganz leicht sein, weil es nicht linear ist. Die Existenz und
Lindeutigkeit der Losung (abgesehen vielleicht von besonders tiickisch vor-
gegebenen w,, w,) halte ich wegen der Verniinftigkeit der Fragestellung, die
ganz eindeutig und scharf auf diese Gleichungen fihrt, fiiv ausgemacht. —
Uns interessiert im Augenblick weniger. wie man sich wirklich zu bestimmt
vorgegebenen w, und w, das & und ¢ hinzukonstruiert, als vielmehr die all-
gemeine Gestalt von w(z, 7). Diese ist von fuerster Durchsichtigkeit, niimlich:
Produkt irgendeiner Lésung von (1) in irgendeine Lésung von (2).
Denn der erste Faktor in (14) ist nichts weiter als irgendeine Ldsung von
(1), charakterisiert durch ¢ (x,), ihre Werteverteilung zur Zeit £, . Analoges
gilt vom 2. Faktor in (14) beziglich der Gleichung (2). Ferner folgt leicht

00
aus (1) und (2), daB ein Produkt zweier Losungen ein zeitunabhiingiges {d;v- -

OO
hat, mithin anf 1 normiert bleibt, wenn es zu irgendeiner Zeit auf 1 normiert
war. (Diese Einschrinkung wmufl natiirlich gemacht werden: nur solche
—“+c0
2 Losungen diirfen verwendet werden. deren Produkt ein endliches (da;- =

— 0
hat, so dall man es auf 1 normicren kann.) Alsdann darf man noch inner-
halb derjenigen Zeitspanne, fiir welche das Losungsprodukt regulir bleibt,
irgend zwei Zeitpunkte 7,, t, beliebig wihlen als diejenigen, fiir welche die
Walrscheinliclikeitsdichte beobachtet sei (natiirlich so beobachtet, wie die
Werte des Produlktes eben sind). Das Produkt liefert dann die Walirschein-
lichkeitsdichte fiir die Zwischenzeit.

§ 4. Das Interessanteste an unserem Ergebnis ist heute woll dic frap-
pierende formale Analogic zur Quantenmechanik. Eine gewisse Verwandt-
schaft der wellenmechanischen Grundgleichung und der Foxgrrschen Glei-
chung, sowie der an beide ankniipfenden statistischen Begriffsbildungen hat
sich wohl jedem aufgedriingt, der mit den beiden Ideenkreisen hinlinglich
vertraut ist. Imimerhin zeigen sich bei néherer Betrachtung zwei sehr er-
hebliche Diskrepanzen. Die cine ist die, daB in der klassischen Theoric
der Zufallssysteme dic Walirscheinlichkeitsdichte selbst der linearen Ditffe-
rentialgleichung unterworfen ist, in der Undulationsmechanik dagegen die so-
genannten Wahrscheinlichkeitsamplituden, aus denen alle Wahrscheinlichkeiten
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hilinear gebildet werden. Die zweite Diskrepanz liegt darin: zwar ist in
beiden TFillen die Differentialgleichung von der ersten Ordnung in der
Zeit, doch verleitht das Auftreten eines Faktors V— 1 der Wellengleichung
trotzdem einen hyperbolischen, oder, physikalisch gesprochen, reversiblen
Charakter, im Unterschied von dem parabolisch-irreversiblen Charakter der
Forxmr-Gleichung.

In diesen beiden Punkten zeigt das oben behandelte Beispiel, obwohl
es sich auf ein klassisches, eigentlich irreversibles System bezieht, viel engere
Analogie zur Wellenmechanik. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, wie in der
Wellenmechanik, nicht die Losung einer Foxkmr-Gleichung, sondern das
Produkt der Losungen zweier Gleichungen. die sich nur durch das Vorzeichen
der Zeit unterscheiden. Daher zeichnet die Antwort auch keine Zeitrichtung
aus. Wenn man w,(2) und w, (z) vertauscht, so erhilt man genau den ent-
gegengesetzten Ablauf von w (z, ¢) zwischen ¢, und ¢,. (In gewissem Sinue gilt das
allerdings auch schon fiir die einfachere Fragestellung mit nur einer zeitlichen
Randwertfunktion: wenn blo8 die Wahrseheinlichkeitsdichte zur Zeit ¢, vor-
gegeben ist und sonst nichts, so hat sie zur Zeit ¢,-+ ¢ genau denselben Wert
wie zur Zeit ¢{,— £.)

Ob die Analogie sich zur Klirung quantenmechanischer Begriffe niitzlich
erweisen wird, vermag ich noch nicht vorauszusehen. Die oben erwihnte
V— 1 bedeutet selbstverstindlich trotz alledem einen sehr tiefgreifenden Unter-
schied. — Ich kann mich nicht enthalten, hier einigen Worten A. S. Enpinarons
Giber die Interpretation der Wellenmechanik Raum zu geben — so dunkel
sie auch sind — sie stehen S. 216f. seiner Gifford-lectures (»The nature of
the physical world«, Cambridge 1928): »Die ganze Interpretation ist sehr
dunkel, scheint aber davon abzuhingen, ob es sich handelt um die Wahr-
scheinlichkeit, nachdem man weifl, was geschehen ist, oder um dic
Wahrscheiolichkeit zum Zwecke einer Voraussage. 4 * wird erhalten, in-
dem man zwei symmetrische Systeme von L -Wellen einfiihrt, die in entgegen-
gesetzter Zeitrichtung wandern; das eine von ihmen hat vermutlich etwas zu
tun mit einem WahrscheinlichkeitsschluB8 aus dem bekannten (oder als bekannt
vorausgesetzten) Zustande des Systems in einem spiteren Zeitpunkt. «

§ 5. Wir wollen (14) jetzt in der Form schreiben
wa, ) =¥, He(x,n, (15)

wobei vorausgesetzt wird, daB ¥ eine Losung von (1), @ eine Losung von (2)
und das Produkt ® ¥ auf 1 normiert ist:

oy dy CRXY o
poit =% ) = [evds=1. (16
da? dt 0 R (16)
Multipliziert man die crste Gleichung mit 2 ¢, die zweite mit — ¥ und
addiert, so komint:
d ;0 d¥ 0¢
w (bW = Dan"t & [ — Y |
()l"( ) 9.1'( o dar
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+v

Man bilde f dw -+ und integrierc per partes:
;o 40 n
o ] 0P\
awdy = — D ( ¢ - da

dt N A dw

4o

, dd

= 20D v . dx
e da

Links steht die Geschwindigkeit, mit welcher der Schwerpunkt der
Wahrscheinlichkeitsdichte sich verschiebt. Das Integral rechter Hand aber
ist konstant, denn:

d +‘\’\y 0d ; T\ ¥ 0@ . '()247) ,
: 1 = ; s nll GEFTELte ay —
dt da dt da dad ¢
T‘ "y 00 . AL , T 0 [0y 0@ 8%) ;
= . Lo— ¥ dy = . e ¥ da = o .
(d:ﬁ o O as Zda \ de dw da’

Der Schwerpunkt wandert also mit konstanter Geschwindigkeit
aus der Anfangslage in die Kndlage.

In dem Spezialfall, wo Anfangs- und Endlage des Teilchens scharf bekannt
sind, Gleichung (4), 1Bt sich dartiber hinaus noch feststellen, dal auch das
Wahrscheinlichkeitsmaximum sich gleichférmig aus der Anfangs- in die
Endlage verschiebt. Denn (4) ist zu jeder Zeit eine Gavss-Verteilung, Schwer-
punkt wnd Maximum stimmen also zu jeder Zeit Gberein.

§6. In einem Spezialfall 1liBt sich dic Losung des Integralgleichungs-
paares (13") sofort angeben. Nimlich dann, wenn die am Ende des Inter-
valls vorgeschriebene Dichteverteilang w, genau diejenige ist, die sich aus
der Anfangsverteilung w, durch freies Walten der Diffusionsgleichung (1)
entwickelt haben wiirde, d. h. wenn

4o
w, () =1 glo,—a,, t, —t)yw, (z,)d,.

—O0
Dann ist nétmlich offenbar zu setzen
¢ = 1; J=w,.

wix, §) genitgt dann in dem ganzen Zeitintervall der Gleichung (1). Wenn
man es dureh cinen Diffusionsvorgang vieler Teilchen reprisentiert, so ist
dieser cin thermodynamiseh vollig normaler Diffusionsvorgang.

Aber anch dann, wenn, umgekehrt, die Anfangsverteilung w, genau
diejenige ist, welche sich aus der Endverteilung w, in der Zeit ¢, —1, durch
freies Walten der normalen (!) Diffusionsgleichung (1) entwickeln wiirde;
oder anders gesprochen: wenn die Endverteilung w, so vorgegeben ist, daf3
siec aus der Anfangsverteilung nach der verkehrten Diffusionsgleichung (2)
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in der Zeit ¢, —/, hervorgehen wiirde: auch dann ist die Losung von (13))
¢benso einfach. Denn dic Voraussetzung schreibt sich
+co
w, (r,) == J gl —az,, t,—tyw, (x)da,

—0
und die Losungen von (13) sind

=10, ; J=1.
w{x, 1) genigt dann in dem ganzen Zeitintervall der » verkehrten « Gleichung 2),
der reprisentierende Diffusionsvorgang ist thermodynamisch denkbarst abnorm.

Das rithrt nattirlich von den skurrilen Grenzbedingungen her, gestattet aber
doch eine ganz interessante Anwendung auf die Wirklichkeit, niimlich auf die
Art und Weise, wie an einem System im thermodynamischen Gleichgewicht
die #uBerst unwahrscheinlichen Ansnahmezustinde sich ausbilden, die gelegent-
lich, wenn auch auBerordentlich selten, zu erwarten sind.

Angenommen néimlich, wir hiitten an einem System diffundierender Teilchen
zur Zeit {, die normale gleichférmige Raumverteilung konstatiert, zu einer
spiteren Zeit ¢, eine ganz erhebliche Abweichung davon, jedoch nicht so er-
heblich, daB sie nicht in der Zeit {, —¢, nach dem Ditfusionsgesetz wieder
merklich in Gleichverteilung iibergehen wiirde. Ferner soll mit Sicherheit be-
kannt sein, daB in der Zwischenzeit das System im thermodynamischen Gleich-
gewicht storungsfrei sich selbst i{iberlassen war, oder mit anderen Worten,
daf3 die abnorme Verteilung, die wir beobachten, wirklich eine spontane thermo-
dynamische Schwankungserscheinung ist. Wenn wir dann um unsere Meinung
befragt wiirden, welche Vorgeschichte die beobachtete stark abnorme Ver-
teilung wahrscheinlicher Weise gehabt haben diirfte, so miiBten wir erwidern,
daB ihre ersten Anzeichen wahrscheinlich genau so weit zuriickliegen, als es
davern wird, bis ihre letzten Spuren wieder verschwunden sind; daB von
diesen ersten Anzeichen an ein unbegreifliches Anschwellen der Abnormitit
stattgefunden haben diirfte durch Diffusionsstréme, welche fast immer fast
genau in die Richtung des Konzentrationsgradienten (nicht -gefilles!) fielen,
aber, von diesem Vorzeichenunterschied abgesehen, genau der Materialkon-
stante D entsprachen; kurz, daff die Abnormitit wahrscheinlich durch genauc
zeitliche Umkehrung eines regelrechten Diffusionsvorganges entstanden sei.
Freilich wiirde diese MeinungsiuBerung iiber die wahrscheinliche Vorgeschichte
nur ein Wahrscheinlichkeitsurteil sein, doch wiirde ihm, wie ich glaube, genau
derselbe hohe Grad von »Fast-Sicherheit« zukommen wie der emtsprechenden
MeinungsiduBerung iiber die wahrscheinliche Nachgeschichte, d.h. iiber den
normalen Diffusionsvorgang, der fiir ¢>>¢ zu erwarten ist.

Man darf sich durch diese Feststellung natiirlich nicht zu dem Irrglauben
verleiten lassen, als ob etwa ein Diffusionsstrom in Richtung des Gradienten
und mit einem der Materialkonstante J) genau entsprechende Betrag an und
fir sich viel weniger unwahrscheinlich sei als irgendein schriiger von will-
kiirlichem Betrag. Unser Wahrscheinlichkeitsurteil griindet sich nicht auf den
Mechanismus des Diffusionsvorganges allein, sondern schr wesentlich auf die
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Kenntnis des stark abnormen Endzustandes, der als wirklich beobachtet vor-
ausgesetzt wird. Es stellt sich heraus, daB er immer noch unendlich viel
leichter, mit auBerordentlich viel groBerer Wahrscheinlichkeit, durch genaue
Umkehrung des Diffusionsgesetzes erreicht worden sein kann als auf irgend-
einem anderen weniger radikalen Wege.

Man darf das Gesaote wohl unbedenklich auf beliebige thermodynamische
Schwankungserschemungen tibertragen, sobald sie den normalen Schwankungs-
bereich erheblich iiberschreiten. Die sogenannten irreversiblen Naturgesetze
zeichnen, wenn man sie statistisch deutet, eigentlich keine Zeitrichtung aus.
Denn was sie im speziellen Fall aussagen, hingt nur von den zeitlichen Grenz-
bedingungen in zwei »Querschnitten« (¢, und #) ab und ist beziiglich dieser
zwei Querschnitte vollkommen symmetrisch, ohne dall es auf deren zeitliche
Reihenfolge irgendwie ankime. Das wird nur dadurch etwas verschleiert,
daB wir im allgemeinen blof3 einen der beiden Querschnitte als wirklich beobachtet
ansehen, wihrend fiir den anderen die zuverlissigce Regel gilt, dai, wenn
er in hinreichenden zeitlichen Abstand verlegt wird, der Zustand groBter Un-
ordnung oder maximaler Entropie dort angenommen werden darf. Dal diese
Regel das Richtige trifft, ist eigentlich sehr merkwiirdig und, wie ich glaube,
nwht logisch deduzierbar. Aber jedenfalls zeichnet auch sie keinen Zeltsmn
aus, denn sie gilt gleichm#Big, in welche von den beiden Zeitrichtungen man
auch den zweiten Querschnitt verlegt, wenn er bloB zeitlich genugend weit
von dem ersten entfernt ist.

Ubrigens war das alles wohl schon Bovrzmanws ausdriickliche Meinung.
Nicht anders ist es zu verstehen, wenn er beispielsweise am Ende seiner
Abhandlung »Uber die sogenannte H-Kurve« (Math. Ann. 50, S. 325, 1898;
Ges. Abh. ITI, Nr. 128) folgendes sagt™:

»Dal eine Welt ebensogut denkbar wire, in welcher alle Naturvorginge
in verkehrter Reihenfolge ablaufen wiirden, unterliegt keinem Zweifel; jedoch
hitte ein Mensch, welcher in dieser verkehrten Welt leben wiirde, keines-
wegs eine andere Empfindung als wir. Er wiirde eben das, was wir Zukunft
nennen, als Vergangenheit und ,umgekehrt® bezeichnen. «

Wem also die ausfithrliche Begriindung dieser alten These an dem schon
von SmovucHowsk: in diesem Zusammenhang so eingehend studierten Diffusions-
vorgang trivial und iiberfliissig scheint, der verzeihe mir — ich trete seiner
Ansicht gerne bei. Allein ich stieB bei Diskussionen iiber diese Dinge ge-
legentlich auf beachtenswerten Widerspruch, der mich unsicher machte. Es
wurde die Meinung gediuBBert, daf fir die schwankungsmiBige Entstehung
eines stark abnormen Zustandes aus dem normalen nicht annihernd so strenge
Gesetze gelten wie fiir sein Verschwinden; dafl vielmehr ein bestimmter
abnormer Zustand, wenn man die seltenen Fille seines Entstehens durch hin-
reichend lange Beobachtungsdauer geniigend hiuft, relativ hiufig durch einen

'S, a. »Gastheorie« 11. Teil, § go; ferner Nature 51, 413, 1895; Wied. Ann. 60, 392,
1897 ; sodann vergleiche man die obenzitierten Arbeiten von Smorucsowski; von neveren Autoren
tritt besonders G. CN. Lewis fiir das Prinzip der »Symmetry of Time« ein (z. B. Phys. Rev. 35,
1533, 1930, und anderwirts).
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12 Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse vom 12. Mirz 1931 [1563]
vollig ungeordneten Ablauf erreicht werde, der nicht das zeitliche Splegel-
bild eines normalen Ablaufes ist.

§ 7. Die Uberlegungen der ersten drei Paragraphen sind mit wenig
Anderung auch auf viel kompliziertere Fille anwendbar — mehrere rium-
liche Koordinaten, variabler Diffusionskoeffizient, #uflere Kriifte, die irgend-
welche Ortsfunktlonen sind. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte erhélt man
immer das Produkt der Losungen zweier adjungierter Gleichungen, welche
sich im allgemeinen nicht nur durch das Vorzeichen der Zeit, sondern auch
in anderen Gliedern unterscheiden. Fir die Grundldsungen [s. o. Gleichung {3)]
der adjungierten Gleichungen findet man den einfachen (und gewiBl nicht
neuen) Satz, daf sie durch Vertauschung der Koordinaten des Aufpunkts und
des Singularititspunkts und durch Vorzeichenwechsel der Zeit auseinander
hervorgehen. Ich méchte aber auf diese Dinge nicht niher eingehen, bevor
sich herausgestellt hat, ob man sie etwa wirklich zu einem besseren Ver-
stiindnis der Quantenmechanik ausniitzen kann.

Ausgegeben am 31. Mirz,

Berlin, gedruckt in der Reichsdruckerei.
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y. Gesamtsitzung. 16. Februar.

Vorsitzender Sekretar: Hr. von Ficker.

I. Hr. Schrédinger sprach iiber den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik. (Ersch. spiter.)

Wenn man den II.H.S. als »Satz von der Zunahme der Entropie« ausspricht, so kann man

ihn schlechterdings nicht durch die Statistik reversibler Systeme begriinden. Will man das,
so muf} man dem empirischen Satz eine Fassung geben, die keine Beziehung auf Vergangenheit §
und Zukunft enthilt. Man hat seine wesentliche Aussage darin zu erblicken, daf in allen von dem- |

selben »Muttersystem« voriibergehend abgezweigten (d. h. energetisch isolierten) Teilsystemen

die Entropie sich gleichsinnig monoton dndert. Diese Auffassung 1i8t sich als Minimalsatz

formulieren, dem die Summe der absoluten Betréige aller an isolierten Systemen auftretenden
é

Entropiednderungen geniigt.

)

%

|

‘ ﬁ
In demselben Band dieser Sitzungsberichte findet sich die folgende Notiz auf Seite 871: E
.

. . . - .. l . . £

Das ordentliche Mitglied Hr. Erwin Schrédinger hat seinen Wohnsitz g
nach Oxford verlegt und ist damit in die Reihe der auswiértigen Mitglieder |
ibergetreten. g
4

Dies diirfte der Grund sein, weshalb die angekiindigte Verdffentlichung dieses Vortrages iiber %

den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in den Sitzungsberichten der Preussischen Akade-
mie der Wissenschaften nicht erfolgt ist.
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